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CARDINAL DE LAS APLICACIONES ENTRE CONJUNTOS

    Una aplicación es una correspondencia entre dos conjuntos en virtud de la cual a cada elemento del conjunto de originales se le adjudica un único elemento del conjunto de imágenes, denominado imagen.

Todas las aplicaciones que se pueden establecer de un conjunto, A, en otro, B, forman un conjunto, F. 

Dicho conjunto, si A y B son conjuntos finitos, es un conjunto finito y tiene un cardinal finito. 

    Todas las aplicaciones que se pueden establecer de un conjunto, A, en otro, B, forman un conjunto, F. 

Dicho conjunto, si A y B son conjuntos finitos, es un conjunto finito y tiene un cardenal finito. 

El conjunto F tendrá además una serie de subconjuntos notables, a saber: el subconjunto de las aplicaciones inyectivas, el subconjunto de las aplicaciones exhaustivas y el subconjunto de las aplicaciones biyectivas.

    En esta primera sección, estudiaremos estas cuestiones por ser de sumo interés para comprender la forma de contar los elementos de un conjunto ordenados en diversas disposiciones.

COMBINATORIA
1. ¿Qué es una aplicación y cómo se establecen las relaciones en los elementos del conjunto? 


Una aplicación es una correspondencia entre dos conjuntos en virtud de la cual 
a cada elemento del conjunto de originales se le adjudican un único elemento 
del conjunto de imágenes, denominado imagen.
CARDINAL DEL CONJUNTO DE LAS APLICACIONES
    Vamos a ver que entre dos conjuntos finitos, sean A y B, de cardinales n y m respectivamente, existe un número finito de aplicaciones que pueden ser establecidas entre ambos.

Dado un elemento de A, se le puede asignar m elementos de B. 

Esto origina m aplicaciones diferentes. 

Tomada una imagen para ese primer elemento de A y dado otro nuevo elemento ese conjunto, se tienen nuevamente m posibilidades de asignación de imágenes diferentes pertenecientes a B. 

Ello significa que para cada imagen posible del primer elemento, se tienen m nuevas posibilidades del segundo.

Dado un elemento de A, se le pueden asignar m elementos de B, para cada imagen posible del primer elemento, se tienen m nuevas posibilidades del segundo.

De momento, pues, teniendo en cuenta sólo dos elementos, hemos contado m2 aplicaciones distintas. 

Fijando ahora una imagen para estos dos primeros elementos y estudiando las imágenes posibles de un tercer elemento, se ve que otra vez existen m nuevas posibilidades para cada una de las posibles combinaciones de imágenes de los dos primeros elementos. 

Tendremos ya m3 opciones.

    La progresión está clara: si tenemos n elementos en primer conjunto, el número de aplicaciones posibles es mn. 

Así llegamos a la conclusión de que el cardinal del conjunto de las aplicaciones que se pueden establecer entre dos conjuntos es igual al cardinal del conjunto de imágenes elevado al cardinal del conjunto de originales: 

card(F(A ® B)) =
card(B)card (A)
    Vamos a calcular , como ejemplo, las maneras posibles de alojar 6 personas en un hotel cuando se dispone de 7 habitaciones.

    Se trata de una aplicación, porque una persona sólo puede alojarse simultáneamente en una sola habitación. 

Nótese que mientras cada persona se aloje en una habitación, para que se trate de una aplicación, no importa que en alguna habitación haya más de una persona o no haya ninguna.

    Una vez claro que las maneras posibles de alojar las personas en las habitaciones son aplicaciones del conjunto de las seis personas en cuestión en el conjunto de las habitaciones libres, la cuestión se reduce a calcular el cardinal del conjunto de las aplicaciones posibles entre esos conjuntos. 

Tenemos un conjunto imagen cuyo cardinal es 7 y un conjunto de originales cuyo cardinal es 6. 

El cardinal de las aplicaciones posibles entre ambos conjuntos es, como ya se ha demostrado: 76 = 117.649.

 CARDINAL DEL CONJUNTO DE APLICACIONES INYECTIVAS
    Hemos calculado el número de aplicaciones posibles entre dos conjuntos finitos siendo uno el conjunto de imágenes y otro el conjunto de originales. 

Vamos a ver ahora cómo se puede hallar el número del subconjunto de las aplicaciones inyectivas establecidas entre dos conjuntos finitos dados.

Las aplicaciones inyectivas son aquellas en las que los elementos del conjunto de imágenes son como máximo imagen de un único elemento.

    Las aplicaciones inyectivas son aquéllas en las que los elementos del conjunto de imágenes son como máximo imagen de un único elemento. 

Pueden no ser imagen de ninguno, pero si son imagen de alguno, sólo lo son de uno. 

    Sean pues dos conjuntos A y B de cardinales n y m como en el caso anterior. 

Escogido un elemento de A, podrá tener m imágenes en el conjunto B. 

Una vez determinada la imagen de ese elemento, si las aplicaciones que consideramos son las inyectivas, entonces, dado un segundo elemento de A, sólo podremos asignarle m - 1 elementos de B. 

    De esa manera tendremos que, para cada elección de imagen de un primer elemento, existen m - 1 posibilidades de elección para el segundo. 

Contabilizaremos, para dos elementos, m · (m - 1) posibilidades. 

Para cada elección de imagen de un primer elemento, existen m-1 posibilidades de elección para el segundo.


    Fijadas una imagen para los dos primeros elementos de A, al tomar un tercero, no quedarán más que m - 2 opciones y así, para cada una de las m · (m - 1) opciones de imagen de los dos primeros elementos, existirán m · (m - 1) · (m - 2) opciones diferentes.

    Esta progresión continúa hasta que se terminan los elementos del conjunto A. 

Al enésimo elemento de A le restarán m - n + 1 opciones, de la misma manera que al elemento número 2 le restaban m - 2 + 1 = m - 1, y al número 3 le restaban m - 3 + 1 = m - 2.

    Por ello, está claro que el número posible de aplicaciones inyectivas de un conjunto de cardinal n en otro de cardinal m es : 

m´(m-1)´(m-2)´ ... ´(m-n+1)

   Así podremos escribir:

card (I(A®B)) = card(B) ´ (card(B) - 1)´´ (card(B) - 2) ´ ... ´ (card(B) - card(A) + 1)


    En el ejemplo anterior, cuando considerábamos el número posible de formas de alojar un cierto número de personas en otro de habitaciones, no tuvimos en cuenta cuestiones de intimidad. 

Ahora, si consideramos que una habitación sólo puede estar ocupada por una sola persona, la aplicación toma el carácter de inyectiva.

    Cuando se aloja la primera persona del grupo, se dispone de 7 habitaciones. 

Una vez alojada ésta, nos quedarán 6 habitaciones para la segunda persona. 

Así que para las 7 posibilidades de alojar la primera persona, tendremos 6 para la segunda. 

Luego las posibilidades de alojamiento de esas dos primeras personas serán 7 ´ 6 = 42. 

Una vez alojadas las dos primeras personas, para la tercera quedan 5 habitaciones posibles. 

Así, para cada una de las 42 posibilidades de alojamiento de las dos primeras personas, habrá 5 para la tercera. 

Ello quiere decir que podremos distribuir las tres primeras personas de 7 ´ 6 ´ 5 = 210. ...

    En un hotel de 200 habitaciones, el número de las maneras posibles de alojar un grupo de 40 personas respetando su intimidad son 200 ´ 199 ´ 198 ´ ... ´ (200 - 40 + 1) = 200 ´ 199 ´ 198 ´ ... ´ 161.

 CARDINAL DEL CONJUNTO DE APLICACIONES BIYECTIVAS
    Las aplicaciones biyectivas se distinguen por ser aplicaciones inyectivas y exhaustivas a un tiempo. 

Ello quiere decir que el subconjunto de las aplicaciones biyectivas es la intersección de las aplicaciones inyectivas con el subconjunto de las aplicaciones exhaustivas. 

Por ello, la propiedad que defina los elementos pertenecientes a este subconjunto que ahora nos ocupa debe estar compuesta de las propiedades que definen los elementos del subconjunto de las aplicaciones inyectivas con el subconjunto de las aplicaciones exhaustivas.

Toda aplicación biyectiva es una aplicación inyectiva entre conjuntos de igual número de elementos.


    Sabemos ya que toda aplicación biyectiva es una aplicación inyectiva entre conjuntos de igual número de elementos. 

Entonces, con este resultado, considerando que el conjunto de las aplicaciones biyectivas es el mismo conjunto que el de las aplicaciones inyectivas entre conjuntos de igual número de elementos, para hallar el cardinal de ese conjunto no tenemos más que aplicar a este caso particular el método descrito en el apartado anterior según el cual:

card(I(A®B)) = card(B)· (card(B) - 1) (card(B) - 2) · ... ·(card(B) - card(A) + 1) =

= card(I(A®B)) = card(B) ·(card(B) - 1) (card(B) - 2)· ... · (card(B) - card(B) + 1) =

= card(I(A®B)) = card(B)· (card(B) - 1) (card(B) - 2) · ... ·1 = card(B) ! = card(A) !

 

    Si A y B poseen el mismo número de elementos, pongamos n, entonces el número de aplicaciones biyectivas que podemos establecer entre ambos es n!, que como ya se ha visto en otras ocasiones se lee: «n factorial» e indica el producto de: 

n · (n - 1) · (n - 2) · ... ·1

 CARDINAL DEL CONJUNTO DE APLICACIONES EXHAUSTIVAS
    Son aquéllas en las que todos los elementos del conjunto de imágenes son imagen de al menos un elemento del conjunto de originales. 

Para que se trate de una aplicación, el número de elementos del conjunto de originales debe ser mayor o igual que el conjunto de imágnes.

Para que se trate de una aplicación, el número de elementos del conjunto  originales debe ser mayor o igual que el conjunto de imágenes, porque si no, no podría tratarse de una aplicación.

   En el caso de que sea igual, ocurre que la aplicación es biyectiva ya que una aplicación exhaustiva entre conjuntos de igual número de elementos debe ser inyectiva, porque de lo contrario, la correspondencia no podría ser considerada una aplicación. 

Vamos a dirigir nuestra atención al conjunto de las aplicaciones exhaustivas tales que cada elemento del conjunto de imágenes es imagen de un determinado número fijo de elementos del conjunto de originales.

    Dados dos conjuntos A y B cuyos cardinales son m y n, siendo n mayor que m, designemos los elementos del conjunto B como b1, b2, b3, ..., bm y adjudiquemos a cada bi un cierto número de originales ki de los que es imagen por una cierta aplicación. 

Así b1 será imagen de k1 originales, b2, de k2, hasta llegar a bm, que será imagen de km originales.

    Si imaginamos, para facilitar las cosas, que desdoblamos cada elemento bi en ki elementos de la forma: bi1, bi2, bi3, ..., bi ki y construimos así un conjunto B’, nos daremos cuenta de que la aplicación se nos ha transformado en biyectiva por tener B’ tantos elementos como A y ser en principio exhaustiva.

    El número de aplicaciones exhaustivas se sigue del de las biyectivas: será igual al número total de las biyecciones posibles de A en B’ dividido por el número de biyecciones especiales establecidas según el criterio en virtud del cual se ha fijado el número de originales del que cada elemento de B es imagen. 

    Dicho cardinal será: 


     Consideremos ahora los conjuntos A = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y B = {a, b, c} donde se establecen todas las aplicaciones exhaustivas tales que el elemento a de B sea imagen de tres elementos de A, el elemento b de B sea imagen de dos elementos de A y el elemento c de B sea imagen de un elemento de A.

    Una aplicación de este tipo puede ser: {(1, a), (2, a), (3, a), (4, b), (5, b), (6, c)}

    Si ahora desdoblamos a en a1, a2, a3; b en b1, b2 quedando c igual, tendremos un nuevo conjunto B‘={a1, a2, a3, b1, b2, c} y la aplicación anterior será equivalente a : 

{(1,a1), (2, a2), (3, a3), (4, b1), (5, b2), (6, c)}

que es biyectiva.

    Las biyecciones de 

A1 = {1, 2, 3} en B’1 = {a1, a2, a3} son 3 ! = 6

A2 = {4, 5} en B’2 = {b1, b2} son 2 ! = 4

A3 = {6} en B’3 = {c} son 1 ! = 1

El número de aplicaciones exhaustivas se sigue del de las biyectivas    

Por ello, el número de las aplicaciones exhaustivas de A en B, de forma que:

a) sea imagen de 3 elementos de A, 

b) de 2 elementos de A 

c) de un elemento de A, será igual al número de biyecciones posibles de A en B’, dividido por el número de biyecciones entre los subconjuntos de A en B’ de tres elementos, por el número de biyecciones entre los subconjuntos de A y B’ de dos elementos, por el número de biyecciones entre los subconjuntos de A y B’ de un elemento.

    Luego el número de aplicaciones exhaustivas formadas según la restricción anterior es:
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 CARDINAL

1. ¿Qué son las aplicaciones inyectivas?

Aquellas en las que los elementos de conjuntos de imágenes son como 
máximo imagen de un único elemento
2. ¿Por qué se distinguen las aplicaciones biyectivas?

Por ser aplicaciones inyectivas y exhaustivas a un tiempo.
 PROBABILIDADES
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CONCEPTO DE PROBABILIDAD
Espacio muestral
    El conjunto de resultados observables en una experiencia aleatoria se llama espacio muestral, y cada uno de sus elementos suceso elemental. 

Tradicionalmente se ha designado el espacio muestral con la letra griega omega  y el conjunto de las partes de , P(), se llama conjunto de sucesos.

Tradicionalmente se ha designado el espacio muestral con la letra griega omega  y el conjunto de las partes de , P(), se llama conjunto de sucesos.
Frecuencia del suceso y Frecuencia relativa.
Determinada una experiencia aleatoria, determinados el conjunto muestral  de la misma el conjunto de sucesos correspondiente P(), supongamos que se realizan n experiencias y se van anotando en una tabla las veces que cada suceso determinado tiene lugar. 

Sea A P(), un suceso. 

El número de veces que tiene lugar durante las n pruebas se llama frecuencia del suceso y la denotamos F(A). Y el cociente F(A) / n se denota f(A).
Espacio probabilístico y probabilidad
Dado un espacio muestral , al conjunto de las partes P() se le llama espacio probabilístico si se ha definido una función:

p : P() < [0, 1]

que verifique:

    1) p() = 1.

    2) Si dos sucesos A, B son incompatibles (su intersección es vacía) entonces:

	p (A  B) = p(A) + p(B)


     3) Si una serie de sucesos A1, A2, A3, ..., son incompatibles entonces:

	p (A1  A2  A3 ...)  = p(A1) + p(A2) + p(A3) + ...


     Al número p(A) se le llama probabilidad del suceso A.
    Tradicionalmente se impone una condición más:

	0  p(A)  1


 que en este caso es superflua al haber exigido que la función p tenga su recorrido en el intervalo [0, 1]. 

Y no se impone al axioma 3) por ser consecuencia del axioma anterior en los casos en que el espacio muestral es finito.

    De la definición de probabilidad se deducen las consecuencias:

La probabilidad del suceso imposible Ø es 0. Pues si A es un suceso cualquiera, entonces A y Ø son incompatibles.
  a) La probabilidad del suceso imposible (Ø) es 0. Pues si A es un suceso cualquiera, entonces A y Ø son incompatibles, y aplicando el axioma 2) 

	p (A) = p (A  Ø) = p(A) + p(Ø)


     de donde, restando p(A) resulta p(Ø) = 0.

    b)  Si el suceso A está contenido en el suceso B entonces p (A)  p (B).

    Ya que, si descomponemos el suceso B en la unión disjunta:

	B = A  (B  AC) 


 Tendremos:      

	p(B) = p(A) + p (B  AC) 


 Y de aquí             p(B)  p(A).

c) Si A, B son dos sucesos, entonces: 

	p(A  B) = p(A) + p (B) - p (A  B) 


     Por otra parte, A y B pueden descomponerse en uniones disjuntas:  

	A = (A  BC)  (A  B)

B = (B  AC)  (A  B)


 De todo ello:

	p(A  B) = p(A  BC) + p (A  B) + p (B  AC)  = 
= p(A) - p (A  B) + p (A  B)+ p(B)- p (A  B) = 
= p(A) + p(B) - p(A  B)


     d) Una consecuencia inmediata de la propiedad anterior:

	p(A  B C) =  p(A) + p(B) + p(C) - p(A  B) - p(A  C) - p(B  C) + p(A  B  C)


     Sea un espacio muestral finito O = {s1, s2, ..., sn}. 

Un espacio probabilístico quedará definido sencillamente asignado a cada suceso elemental s1 un número p(s1) de tal manera que:

	1) p(s1)  0
2) p(s1) + p(s2) + ... + p(sn) = 1


 PROBABILIDAD

1. ¿Cómo se define el término espacio muestral? 1. 
La representación gráfica de una ley de probabilidad discreta se obtiene en un diagrama cartesiano. 

En el eje de abscisas se representan los valores Xi y en de las ordenadas se representan los valores pi.

 CÁLCULO DE PROBABILIDAD
ALGUNOS CASOS SIMPLES
   Como cualquier suceso A está formado por la unión disjunta de unos cuantos sucesos elementales tomados de , la probabilidad de A, p (A), será la suma de las probabilidades de los sucesos elementales que forman A. 

Veamos un ejemplo: se lanzan tres monedas y observamos el número de caras que resultan. 

Como vimos antes, en el espacio muestral será:  = {0, 1, 2, 3}. 

Sea el espacio probabilístico construido por medio de las siguientes asignaciones:

p(0) = 1/8 ; p(1) = 3/8; p(2) = 3/8 ; p(3) = 1/8

    Sean A, B los sucesos:

    A: aparece una cara por lo menos

    B: aparecen todo caras o todo cruces.

    En notación de conjuntos:  A= {1, 2, 3} ; B = {0, 3}

    Entonces:     p(A) = 3/8 + 3/8 + 1/8 = 7/8   
    p(B) = 1/8 + 1/8 = 1/4

Si el espacio probabilístico se define de tal modo que todos los sucesos elementales tienen igual probabilidad, se llama espacio probabilístico equiprobable. 
    Si el espacio probabilístico se define de tal modo que todos los sucesos elementales tienen igual probabilidad, se llama espacio probabilístico equiprobable. 

    En tal caso, puesto que la suma de probabilidades de los sucesos elementales debe ser 1, se tendrá: p(s1) = 1 / n. 

Un suceso A que sea unión de k sucesos elementales tendrá asignado como probabilidad el número k/n. 

    Entonces se determina la probabilidad de un suceso diciendo: casos favorables/casos posibles, entendiendo por casos favorables al suceso el número de sucesos elementales que forman parte del suceso, y por casos posibles todos los sucesos elementales. 

Esta fórmula, expresión de la probabilidad de un suceso, llamada fórmula de Laplace, es tan conocida que en ocasiones se corre el riesgo de usarla en general, siendo sólo útil para los espacios probabilísticos equiprobables. 

    Si el espacio probabilístico definido es finito o infinito contable (no numerable) se dice que es discreto.

    Y si por el contrario no es contable, se llama no discreto.

PROBABILIDAD CONDICIONADA
    En un espacio probabilístico sea E un suceso tal que p(E) > 0 (es decir, E no es el suceso imposible). 

Entonces, dado otro suceso A, se llama probabilidad condicionada de A a E, y se denota p(A/E) al número: 
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     Si el espacio probabilístico es equiprobable, la probabilidad de un suceso A condicionada a E puede calcularse dividiendo el número de sucesos elementales que componen AE por el número de sucesos elementales que componen E. 

Si se trata, por ejemplo, de la experiencia de lanzar dos dados y se quiere calcular la probabilidad de que, si sale 5, uno de los dos sea el 3 tendremos:

	E = {(1,4), (2,3), (3,2), (4,1)}
A = {(2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6),
(1,2), (3,2), (4,2), (5,2), (6,2)}
AE =  {(2,3), (3,2)}


    

Por tanto, la probabilidad buscada será:  2/4 = 1/2

Sucesos independientes
Dos sucesos A, B se llaman independientes si el hecho de que suceda A es independiente de que haya sucedido, o no, B y viceversa.
 Dos sucesos A, B se llaman independientes si:

	p(AB) =  p(A) · p(B)


     En otras palabras: si dos sucesos son independientes:
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 Lo cual se puede interpretar diciendo que el hecho de que suceda A es independiente de que haya sucedido, o no, B; y viceversa.

El teorema de Bayes
    Si una serie de sucesos A1, ... ,An forman una partición del espacio muestral V (en el que se ha definido un espacio probabilístico mediante una función probabilidad p), y B es un suceso cualquiera, entonces:
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     sustituyendo en esta última expresión queda el texto del teorema.

    ESPACIOS

1. ¿Cuándo se dice que un espacio es discreto o no discreto?

Si el espacio probabilístico definido es finito o infinito contable (no numerable) se dice que es discreto. 

Y si, por el contrario, no es contable, se llama no discreto.

 

 LEYES DE PROBABILIDADES
LEY DE PROBABILIDAD DE UNA VARIABLE DISCRETA
 Sea una variable aleatoria X que toma valores discretos X1, X2, X3, ..., Xn con unas probabilidades p1, p2, p3, ..., pn. 

Entonces se llama ley de probabilidad discreta a la correspondencia (Xi, pi) donde los valores de las probabilidades deben ser números reales positivos comprendidos entre 0 y 1 cuya suma total sea igual a 1:
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     La representación gráfica de una ley de probabilidad discreta se obtiene en un diagrama cartesiano. 

    En el eje de abscisas se representan los valores de Xi y en el de las ordenadas se representan los valores de pi.

  PROBABILIDAD
1. ¿Cuál es la representación gráfica de una ley de probabilidad discreta?

La representación gráfica de una ley de probabilidad discreta se obtiene en un diagrama cartesiano. 

En el eje de abscisas se representan los valores Xi y en de las ordenadas se representan los valores pi.
LEY DE PROBABILIDAD DE UNA VARIABLE CONTINUA
    La variable aleatoria continua no sólo acepta ciertos valores, como la discreta, en un campo dado. 

Contrariamente a ello, una variable continua X toma todos los valores dentro del campo que se le asigna.  

Como la variable continua acepta infinitos valores, se define por medio de los extremos del intervalo en el que varía. 

Por los mismos motivos, tampoco tiene sentido asociar una probabilidad a cada valor de la variable, dada su continuidad. 

    En lugar de ello, a cada diferencial, dx, perteneciente a valores, se le asocia la probabilidad correspondiente, p(x), denominada densidad de probabilidad.

    La función p(x) es en todos los casos tal que:
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    La representación gráfica de una ley de probabilidad de una variable continua se lleva a cabo en un diagrama cartesiano, de forma que en las abscisas se representa el intervalo en que la variable toma valores y en las coordenadas se representan los valores de la función de densidad de probabilidad p(x). 

El hecho de que la fórmula anterior sea igual a 1 indica que el área encerrada en la curva de probabilidad debe ser igual a 1.

La variable aleatoria continua no sólo acepta ciertos valores, como la discreta, en un campo dado. 

Contrariamente a ello, una variable continua X toma todos los valores dentro del campo que se le asigna.

  DISTRIBUCIONES TEÓRICAS DE PROBABILIDADES MÁS FRECUENTES
  DISTRIBUCIÓN DE BERNOUILLI
  La distribución de Bernouilli, también llamada distribución binomial, se describe tradicionalmente por medio del ejemplo siguiente:

    Dada una urna en la que se sabe que existe una cierta proporción p de bolas blancas y una proporción 1 - p de bolas negras, se extrae una muestra n de bolas, de forma que todas las bolas tengan exactamente la misma probabilidad de salir.

    Como las proporciones p y 1 - p de bolas blancas y negras deben permanecer constantes mientras se realizan extracciones sucesivas, a cada extracción se devuelve la totalidad de las bolas extraídas. Este procedimiento se denomina muestreo no exhaustivo o con reemplazamiento.

    El número de bolas blancas que aparecen en cada muestra puede variar de 0, en el caso de que no aparezca ninguna bola blanca, hasta n, en el caso de que todas las bolas de la muestra sean blancas.

    La ley de probabilidad binomial sirve para calcular la probabilidad p(S) de que de obtener S bolas de un determinado color en una muestra de tamaño n extraídas al azar de una población de bolas de dos colores diferentes con una proporción p para ese color y una proporción 1- p para el otro.

    De una urna en la que las bolas blancas (B) están en proporción p y las bolas negras (N) están en proporción 1 - p, se desea extraer una muestra compuesta por cuatro bolas blancas y dos negras. 

    El tamaño de la muestra es n = 6 y la muestra será: B N B N B B

    Luego la probabilidad de obtenerla será: 

p ·(1 - p)· p ·(1 - p)· p ·p = p4 ·(1 - p)2
    Del capítulo “Combinatoria” se sabe que el número total de ordenaciones posibles de una muestra de n bolas de las cuales M sean blancas y n - M negras coincide con las combinaciones posibles de n elementos tomados de M en M:
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    Luego la probabilidad de extracción de todas las ordenaciones posibles de m bolas blancas y n - M bolas negras, se obtiene por medio de la siguiente expresión, denominada fórmula de la ley binomial:
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 DISTRIBUCIÓN DE LAPLACE-GAUSS

La distribución de Laplace-Gauss, también denominada distribución normal, es un ejemplo de ley de probabilidad de variable continua.
   La distribución de Laplace-Gauss, también denominada distribución normal es un ejemplo de ley de probabilidad de variable continua. 

Sea, por ejemplo, una población de un número elevado de moscas aparentemente iguales. 

Un biólogo, interesado en la longitud de sus alas, realiza medidas de gran precisión y repara en el hecho de que, a pesar de ser todos considerados como moscas, la longitud de sus alas difiere en gran medida de un individuo a otro. 

La variación de la longitud de las alas depende de muchos factores que incluyen cuestiones genéticas, edad, alimentación y otras eventualidades en relación a la vida específica que lleva cada mosca. 

Supongamos que estas causas no están relacionadas entre sí. 

Considerando como variable continua el intervalo comprendido entre el valor mínimo y máximo de las posibles longitudes de las alas, se obtiene una ley de distribución. 

Cuando el valor de una variable corresponde a la suma de los efectos de gran número de causas independientes entre sí, la distribución de esa variable tiende a tener forma de campana. 

Esa curva es la denominada curva normal que corresponde a la distribución de Laplace-Gauss o distribución normal.
 LEY TEÓRICA DE LA DISTRIBUCIÓN NORMAL
    La ley teórica es una ley de distribución de probabilidad de variable continua determinada por la función de densidad de probabilidad (fórmula A) de forma que la probabilidad, y, de que se den las eventualidades comprendidas en un cierto subconjunto, [X1, X2], del intervalo total en el que varía la variable continua x viene dado por (fórmula B) es decir, la base de los logaritmos neperianos: 2,178281828...
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  x es la variable continua.

    s es la desviación tipo de la distribución.

    m es el valor medio de la distribución.

La ley teórica es una ley de distribución de probabilidad de variable continua determinada por la función de densidad de probabilidad.
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EFECTIVOS Y FRECUENCIAS

    En ciertas ocasiones, como cuando la variable es continua o aun siendo discreta toma un gran número de valores, es útil agrupar los elementos del conjunto de la muestra en intervalos regulares. 

En otros casos es importante, por ejemplo, tener en cuenta el número de veces que se produce un cierto conjunto de sucesos entre todos los sucesos observados.

    La agrupación de los datos, objeto de este apartado, es un elemento básico de la actividad estadística que se realiza a partir de la determinación en cada muestra del número de efectivos, efectivos del intervalo y su frecuencia.

    Dado un total de casos observados, el número de veces que se produce un determinado suceso se llama número de efectivos.

    En el caso de que se disponga de una muestra muy grande -o continua- y que debido a ello se hayan agrupado los datos por intervalos, el número de veces que se produce un suceso comprendido dentro de los límites de un intervalo dado se denomina efectivos del intervalo. 

El cociente entre los efectivos de un cierto suceso o de un intervalo y el número de efectivos correspondientes a la totalidad de los sucesos se llama frecuencia.

    Por ejemplo, si en una muestra formada por un cierto número de libros cuyas páginas suman un total de 10.000, y el libro “Introducción a la teoría de las catástrofes” tiene 123 páginas, tenemos que:

    1. El total de efectivos es 10.000.

    2. El número de efectivos del suceso : “Introducción a la teoría de las catástrofes” es 123.

    3. La frecuencia del suceso: “Introducción a la teoría de las catástrofes” es 123/10.000 = 0,0123.

    La suma de las frecuencias de todos los sucesos debe ser igual a 1.

 ESTADÍSTICA
1. ¿Qué se entiende por estadística?

Es una disciplina matemática cuyo objeto es la interpretación de conjuntos de 
datos numéricos que se extraen de hechos empíricos.
2. ¿Qué es una muestra? 


Es un conjunto de individuos que forman parte de la población
 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE VARIABLES DISCRETAS
Diagramas de barras
    Los diagramas de barras constituyen un tipo especial de representación de datos en forma rectangular.

    Normalmente, en el eje de abscisas se representan los valores que toma la variable discreta, que estarán, por ello, bien diferenciados. 

Los diagramas de barras constituyen un tipo especial de representación de datos en forma rectangular.
El eje correspondiente a las coordenadas se destina a los valores de los efectivos.

    La altura de cada barra perpendicular al eje de abscisas correspondiente a cada suceso expresa los efectivos que le corresponden.

Diagrama poligonal
    El diagrama poligonal se utiliza para comparar muestras similares. En las ordenadas se sitúan los valores que toman los efectivos de cada muestra.

    Los efectivos pertenecientes a cada muestra se unen formando una línea poligonal. A veces, en lugar de los efectivos, las ordenadas indican la frecuencia correspondiente a cada suceso.

    En este caso, la línea poligonal correspondiente a cada muestra se denomina polígono de frecuencia.

El valor medio entre los límites o extremos superior e inferior del intervalo se denomina valor central del intervalo.
 REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE VARIABLES CONTINUAS
    La representación gráfica de variables continuas precisa, en general, de una agrupación arbitraria en intervalos. 

Los valores de la variable se agrupan en intervalos que sean convenientes para la comprensión del fenómeno y se procede a su representación. 

Es usual escoger los intervalos del mismo tamaño. 

Sin embargo, ello no es estrictamente necesario. 

Los intervalos, definidos por los límites superior e inferior, presentan una cierta amplitud consistente en la diferencia entre ambos. 

El valor medio entre los límites o extremos superior e inferior del intervalo se denomina valor central del intervalo.

Histograma
    La representación gráfica más habitual de variables continuas se denomina histograma.

    Se realiza a partir de un sistema cartesiano en cuyo eje de abscisas se sitúan los intervalos en que los datos han sido agrupados. 

Sobre cada intervalo se dibuja entonces un rectángulo cuya superficie corresponde al valor de la frecuencia.

    Como, en principio, los intervalos pueden ser de amplitud diferente, la altura de los rectángulos no está en relación con la frecuencia. 

Ello sólo ocurre cuando los intervalos tienen la misma amplitud, entonces, la altura de los rectángulos es proporcional a la frecuencia.

Diagramas de frecuencias acumuladas
    Similarmente al histograma se construye el diagrama de frecuencias acumuladas. 

En éste, el área de los rectángulos también corresponde al valor que se quiere representar, es decir, la frecuencia acumulada correspondiente a este intervalo.

    Por ello, cuando los intervalos son iguales, en el eje de ordenadas se representan los valores, entre 0 y 1, de las frecuencias acumuladas.

    Cuando la amplitud de los intervalos tiende a 0, la línea quebrada correspondiente a la parte superior de los rectángulos tiende a transformarse en una curva. 

Esta curva recibe el nombre de curva de distribución.

Diagramas de sectores
    La frecuencia de los efectivos de las variables discretas y de las continuas admiten la representación en diagramas de sectores. 

En los diagramas de sectores es costumbre representar las frecuencias como porcentajes.

 MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL
    Las medidas de tendencia central son valores alrededor de los cuales se agrupan los demás valores, debiéndose tener en cuenta cómo se van a agrupar a su alrededor. 

En esta sección se estudian los parámetros de tendencia central de uso más habitual: la moda, la mediana, la media aritmética ponderada y la media geométrica. 

Estas medidas se pueden aplicar tanto a variables continuas como discontinuas.

Moda
    La moda es el valor que con mayor frecuencia se presenta la variable. 

Si existen varios valores de la variable para los cuales la frecuencia es igual y máxima, entonces todos esos valores de la variable constituyen la moda. 

Si todos los valores de la variable tienen la misma frecuencia, entonces no existe moda.

Mediana
    Sea una distribución de datos agrupados en n clases diferentes - Ci -. 

Si n es impar, se llama mediana al valor de la clase cuyo subíndice i es igual a la división entera de n por 2 más 1:

i = [n /2] + 1,
luego Cn/2+1 será la mediana al valor medio de las dos clases cuyos subíndices corresponden respectivamente a la división de n por 2 y al siguiente:

i = n/2, 
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será la mediana de una muestra de tamaño par.

    Así pues, la mediana de una cierta distribución corresponderá a su valor central, es decir, aquel valor del cual existen tantas observaciones anteriores como posteriores.

Media aritmética
    La media aritmética de una distribución es la relación existente entre la suma de los datos de una cierta muestra y su tamaño.

    Es decir, que si tenemos una cierta distribución de valores xi en una muestra de tamaño n, la media aritmética será: (fórmula A).

La media aritmética de una distribución es la relación existente entre la suma de los datos de una cierta muestra y su tamaño.
    En el caso de que los datos se hallen ordenados por efectivos, la media aritmética se halla multiplicando cada dato por su número de efectivos, sumando estos productos y dividiendo la suma por el total de efectivos.

    Si representamos por xi los valores de la variable y por n los valores de los efectivos, la media aritmética será: (fórmula B).

    Cuando se dispone de un conjunto de datos ordenados por intervalos, la media aritmética se calcula dividiendo la suma total de los productos del valor medio de cada intervalo por sus efectivos, por la suma total de efectivos: (fórmula C).

Fórmula A
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Fórmula B
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 Fórmula C
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Media aritmética ponderada
    Cuando se considera que ciertos valores de la variable llevan asociado un “peso” que indica su importancia relativa con respecto a los demás valores, la media aritmética se calcula multiplicando cada valor de la variable por su peso y dividiendo la suma total de estos productos por la suma total de sus “pesos”. 

    Como puede observarse, esta definición corresponde a la de la media aritmética de una distribución en la que a cada valor de la variable estadística le corresponde como “peso” su número de efectivos ni.

Media geométrica
    La media geométrica de una cierta distribución de datos xi y de tamaño n es la raíz enésima del producto de todos los datos:
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La media geométrica de los datos:
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 MEDIDAS

1. Define las medidas de tendencia central


Las medidas de tendencia central son valores alrededor de los cuales se agrupan 
los demás valores.
2. ¿Qué es el histograma ?


La representación gráfica más habitual de variables continuas.
 MEDIDAS DE DISPERSIÓN
    Los parámetros de dispersión dan una idea de la forma en que se agrupan alrededor de la media aritmética.

    La amplitud, también denominada intervalo de variación, es la distancia entre el mayor y el menor valor de la muestra.
    En este apartado haremos un breve recorrido de los parámetros de dispersión más comúnmente utilizados : amplitud, desviación media, varianza, desviación típica, coeficiente de variación y coeficiente de disimetría. 

La amplitud también denominada intervalo de variación, es la distancia entre el mayor y el menor valor de la muestra. 

La amplitud también se denomina recorrido.

    La desviación media da información acerca de las distancias que hay entre los valores de la variable (xi) y la media aritmética del conjunto de datos que se estudian (x). 

Nótese que la suma algebraica de las desviaciones de los datos a su media debe necesariamente ser cero. 

Por ello, para calcular la forma global en que los datos se alejan de la media, se toma el valor absoluto de la desviación de ésta y cada dato particular: 
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    La desviación media es la media aritmética de los valores absolutos de esas desviaciones o distancias: 
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    La variancia o varianza es un índice de dispersión que hace intervenir en su cálculo las diferencias o desviaciones (xi - x) entre los valores de la variable (xi) y el valor medio de la distribución (x).

    Para su cálculo, se toma la suma de los cuadrados de las desviaciones (S (xi - x)2) de los valores de la variable con respecto a la media aritmética.

    Se llama pues variancia o varianza a: 
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   En el caso habitual en que los datos del fenómeno estudiado se presenten atribuyendo a cada valor (xi) de la variable el valor (ni) de sus efectivos, la variancia se calculará así: 
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    La desviación tipo, llamada también desviación típica y desviación estándar, es la raíz cuadrada de la variancia y es la más significativa de las medidas de dispersión: 
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    El coeficiente de variación es el cociente entre la desviación tipo y la media:
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    El coeficiente de disimetría es el doble del cociente entre la diferencia de la desviación tipo y la media y la suma de la desviación tipo y la media:
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    Al estudiar el “Cálculo de Probabilidades” vimos que hay tres curvas de distribución que son las más frecuentes:

Hay tres curvas de distribución que son las más frecuentes: de Bernouilli o binomial, de Poisson o normal o de Laplace-Gauss.
 

DISTRIBUCIÓN DE BERNOUILLI O BINOMIAL

DISTRIBUCIÓN DE POISSON

DISTRIBUCIÓN NORMAL  O DE LAPLACE-GAUSS
    Dejando las dos primeras distribuciones para estudios más avanzados, mencionaremos únicamente la distribución normal, que es la más corriente. 

En la práctica, siempre que el valor de una variable sea resultado de la intervención de muchos fenómenos, independientes entre sí, cuyos efectos se suman, se obtiene una curva de distribución para dicha variable que tiene forma de campana. 

A dicha curva se la denomina “normal” y a la distribución teórica correspondiente, “distribución normal” o de “Laplace-Gauss” (figura 1). 

Nuestro ejemplo, basta dibujarlo, adquiere forma acampanada, como era de esperar en un estudio de calificaciones.
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	Figura 1.


 

Siempre que el valor de una variable sea resultado de la intervención de muchos fenómenos, independientes entre sí, cuyos efectos se suman, se obtiene una curva de distribución para dicha variable que tiene forma de campana.
    La curva normal teórica, muy estudiada, tiene muchos valores tabulados como por ejemplo los valores de la probabilidad en función de t. 

Conocido el valor de t es suficiente sumar y restar a la media aritmética el valor de t.s para conocer la probabilidad teórica del intervalo así formado, es decir, el número de valores que se encuentran en dicho intervalo.

 DISPERSIÓN
1. ¿Qué se entiende por amplitud?

La amplitud, también denominada intervalo de variación, es la distancia entre el mayor y el menor valor de la muestra.


2. Cita cuáles son las curvas de distribución más frecuentes.

      Distribución de Bernouilli, distribución de Poisson y de Laplace-Gauss.
 PREGUNTAS y RESPUESTAS DE ARITMÉTICA

1.      ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?
a)    El resultado de sumar dos números enteros es un número entero.

b)    El resultado de restar dos números enteros es siempre un número entero.

c)    El resultado de restar dos números naturales es siempre un número natural.

 R:     El resultado de sumar o restar dos números enteros siempre es un número entero.

2.      De la siguiente lista de números reales indica los que son irracionales:

            5
        -1/3
           3
           -2

R: 
√3π  y  √-2 son numeros reales irracionales 

3.      ¿Con qué letra se designa habitualmente en matemáticas al conjunto de los números racionales?

R: 
En matemáticas se designa habitualmente al conjunto de los números racionales con la letra Q.

4.       ¿Qué dice la propiedad transitiva de la igualdad?

R:
La propiedad transitiva de la igualdad dice que si un número (m) es igual a un tercero (o), entonces el primer número (m) es igual a otro número (n), y éste último es igual al tercero (o).

5.      ¿Cuál es la operación inversa de la suma?

R:
La operación inversa de la suma es la resta.

6.      ¿Qué dice la propiedad conmutativa de la suma de números naturales?

R:
La suma de dos números naturales no varía aunque varíe el orden de los sumandos.

7.      ¿Qué nombre reciben los diferentes términos de una resta?

R:
Los términos de una resta son el minuendo, el sustraendo y la diferencia.

8.      ¿Cuáles son los signos que se emplean para simbolizar el producto de dos números?

R:
Para simbolizar el producto de dos números naturales se emplea al signo x (aspa) o el signo • (punto)

9.      ¿Cuál es el elemento neutro del producto de números naturales?

R:
El elemento neutro del producto de números naturales es el 1.

10.    ¿Cuáles son los términos que intervienen en una división?

R:
Los términos que intervienen en una división son el dividendo, el divisor, el cociente y el resto.

11.    ¿Cuándo se dice que una división es exacta?

R:
Se dice que una división es exacta cuando el resto es igual a cero.

12.    ¿Qué significa que un termómetro marque una temperatura negativa?

R:
Cuando un termómetro marca una temperatura negativa significa que la temperatura está por debajo de cero.

13.    ¿A qué es igual el valor absoluto de un número entero?

R:
El valor absoluto de un número entero es igual al número natural que resulta de prescindir de su signo.

14.    ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es correcta?

R:
a)    Cualquier número positivo es mayor que cualquier número negativo.

  b)    El producto de un número entero positivo por un número entero negativo es un número entero positivo.

  c)    La diferencia de dos números enteros negativos es siempre un número entero negativo.

15.    ¿Es cierto que dados dos números enteros es mayor el que tiene mayor valor absoluto? 

R:
No siempre dados dos números es mayor el que tiene mayor valor absoluto. Por ejemplo, -4 < 3, y sin embargo (-4) > (3).

16.    ¿Cuál es el resultado de elevar una potencia a otra potencia?

R:
Al elevar una potencia a otra potencia resulta una nueva potencia de base igual a la dada  y de exponente igual al producto de los exponentes.

17.    ¿A qué es igual (-1) (-1)?

R:
(-1)(-1)= +1.

18.    ¿Puede ser que un número entero elevado a cero dé siete?

R:
Cualquier número entero elevado a cero da como resultado 1.

19.    ¿Cuándo se dice que una relación es de equivalencia?

R:
Se dice que una relación es de equivalencia cuando verifica las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

20.    ¿Qué se entiende por representante canónico de una clase de equivalencia?

R:
Cuando en una relación de equivalencia existe alguna manera de escoger un elemento distinguido en cada clase, tal elemento recibe el nombre de representante canónico de la clase.
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¿Es cierto que cuando se eleva un número positivo a un número negativo, el resultado es un número positivo?

R: Cuando se eleva un número positivo a un número negativo, el resultado es un numero positivo.

