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VECTOR (FÍSICA)

A física un vector és un concepte matemàtic que s'utilitza per descriure magnituds tals com velocitats, acceleracions o forces, en les quals és important considerar no només el valor sinó també la direcció i el sentit. 
Es representa per un segment orientat per denotar el seu sentit, la seva magnitud (la longitud de la fletxa) i el punt d'aplicació.





Propietats

Els vectors es poden representar amb lletres, amb una fletxa damunt, així: [image: image1.png]


.

Un vector te les següents propietats:

-Punt d'aplicació, és l'origen del segment.

-Mòdul, expressa el valor numèric de la magnitud vectorial. Es representa per la longitud del segment, sempre en valor absolut. Per exemple, si es vol expressar que el mòdul de [image: image2.png]


val 5 unitats, es fa així: [image: image3.png]


.

-Direcció, que és la del segment. A la recta que conté el vector se l'anomena línia d'acció.

-Sentit, distingeix dos sentits sobre la línia d'acció.

Es diu que dos vectors son concurrents quan tenen el mateix punt d'aplicació.

Un vector oposat a un altre és el que té el mateix punt d'aplicació, mòdul i direcció però sentit contrari. 
Aixi el vector oposat a [image: image4.png]


és [image: image5.png]


.

Expressat amb les fórmules, donat un vector [image: image6.png]


de coordenades (x,y,z) [image: image7.png]


) el seu mòdul és [image: image8.png]|71 = 22+ 92 + 22



. 
La seva direcció està donada per la recta que conté el vector i el sentit pot ser cap a un costat o cap a l'altre.

També es pot separar un vector en mòdul i donar la direcció i sentit amb un vector unitari que es calcula com: [image: image9.png]


, essent i,j,k els vectors (1,0,0), (0,1,0)i (0,0,1) respectivament.
Suma i resta de vectors

Mètode gràfic




Per la suma i resta de vectors s'ha de tenir en compte, a més a més de la magnitud escalar o mòdul, el sentit i la direcció dels vectors.

Mètode analític

Mòdul resultant

Donats dos vectors [image: image11.png]


i [image: image12.png]


, de mòduls coneguts i que formen l'angle θ entre sí, es pot obtenir el mòdul [image: image13.png]a+b



amb la següent fórmula:

[image: image14.png]@+ 8 = /1l + [6 + 21 [f] cost




Obtenció de la Direcció

Per obtenir els angles α,β directors hem de coneixer l'angle θ i tenir calculat [image: image15.png]a+b



.

Podem emprar aquesta fórmula:

[image: image16.png]



Amb la fórmula obtindrem els sinus, després per trobar l'angle a partir del sinus hem de tenir en compte que:

α + β = θ

Angle entre dos vectors

Per calcular l'angle entre dos vectors s'empra la següent fórmula:

[image: image17.png]101 + a20:

cos) = —




El qual es pot generalitzar a qualsevol dimensió:

[image: image18.png]a101 + as09 + azbs + ... + anby

cos) = —




Quan es tracta algebraicament en un espai vectorial l'angle entre dos vectors està donat per:

[image: image19.png]|<a,b>|

cos ) =
[lall.||8]|




Essent <,> el producte intern definit dins el mateix espai vectorial.

CÀLCUL VECTORIAL

S'anomena càlcul vectorial al camp de les matemàtiques que es dedica a l'estudi de l'anàlisi real d'un vector en dues o més dimensions. 

Consisteix en un conjunt de fórmules i tècniques de resolució de problemes molt útils en els camps de l'enginyeria i la física.

Es consideren camps vectorials, associats a un vector en cada punt de l'espai, i camps escalars, associats a un escalar en cada punt de l'espai. 

Així per exemple, la temperatura d'una piscina és un camp escalar: a cada punt associem un valor escalar de temperatura. 

El fluxe de l'aigua a la mateixa piscina, en canvi, és un camp vectorial: a cada punt associem un vector velocitat.

Existeixen tres operacions importants en el càlcul vectorial:

1) gradient: 

Mesura la raó i la direcció de canvi en un camp escalar; el gradient d'un camp escalar és un camp vectorial. 

2)rotacional: 

Mesura la tendència d'un camp vectorial a rotar en un punt; el rotacional d'un camp vectorial és un altre camp vectorial. 

3)divergència: 

Mesura la tendència d'un camp vectorial a originar-se d'un cert punt o a originar-se d'aquest punt. 

Una quarta operació, el Laplacià, és una combinació de la divergència i el gradient.

A més, també hi ha tres teoremes importants relacionats amb aquests operadors:

1) Teorema del gradient 

2) Teorema de Stokes 

3) Teorema de la divergència 

La majoria de resultats analítics són fàcilment compresos, de manera més general, fent servir la maquinària de la geometria diferencial, de la qual el càlcul vectorial n'és un subconjunt.

GRADIENT
Un gradient d'un camp escalar en un punt és el vector definit com l'únic que permet trobar la derivada direccional en qualsevol direcció com a

[image: image20.png]



on [image: image21.png]~



és un vector unitari i [image: image22.png]9¢/0n



la derivada direccional de φ en la direcció de [image: image23.png]~



(que informa sobre la raó de variació del camp escalar al desplaçar-nos segons aquesta direcció):

[image: image24.png]



Una forma equivalent de definir el gradient és com l'únic vector que, multiplicat per qualsevol desplaçament infinitesimal, dóna el diferencial del camp escalar

[image: image25.png]dop = o (r+dr) — o (r) = Vo -dr




Amb la definició anterior, el gradient està caracteritzat de forma unívoca.

El gradient s'expressa alternativament mitjançant l'ús de l'operador nabla
[image: image26.png]grad® = V@




Expressió en diferents sistemes de coordenades

A partir de la definició de gradient, es pot trobar l'expressió en diferents sistemes de coordenades. 
Així, en coordenades cartesianes, és

[image: image27.png]vo=(
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En un sistema de coordenades ortogonals, el gradient necessita els factors d'escala, mitjançant l'expressió

[image: image28.png]lop. . ~1op. 10
mont T a2t

Vo= on®




Per coordenades cilíndriques (hρ = hz = 1, [image: image29.png]


) resulta

[image: image30.png]99,190, 99,
Vo=5P+25,9" 5.




i finalment per coordenades esfèriques (hr = 1, hθ = r, [image: image31.png]


)

[image: image32.png]op. 109, 1 09 .
Vo=5,7+ 5%t renga,?




Exemple

Donada la funció φ = 2x + 3y2 − sin(z), el seu gradient associat és:

[image: image33.png]¥l

) (2,69, - cos(2)).




ROTACIONAL
En càlcul vectorial, el rotacional és un operador vectorial que proporciona la velocitat de rotació d'un camp vectorial respecte a un punt determinat. 
Un camp vectorial el rotacional del qual és zero a tot arreu s'anomena irrotacional.

Formalment el rotacional s'expressa com

[image: image34.png]V x




on [image: image35.png]


és l'operador nabla. 
Evidentment aquest operador s'aplica sobre un camp vectorial, de manera que el rotacional d'un camp vectorial F s'expressa com

[image: image36.png]\Y' 3




Descomposat en coordenades cartesianes, [image: image37.png]\Y' 3



és (suposant F format per [Fx, Fy, Fz]):

[image: image38.png]-5




Malgrat estar expressat en coordenades, el resultat és invariant sota rotacions pròpies dels eixos de coordenades. 
Nogensmenys, el resultat s'inverteix sota reflexions.

Una altra forma d'expressar el resultat és com el determinant de la matriu
[image: image39.png]



on i, j, and k són els vectors unitaris en els eixos x, y i z, respectivament.

En la notació d'Einstein, amb el símbol de Levi-Civita s'expressa com

[image: image40.png]



Exemples

En un camp vectorial que descrigui les velocitats lineals de cada punt d'un disc en rotació, el rotacional té un valor constant arreu del disc. 

Si describíssim una autopista amb un camp vectorial, i cada carril tingués límits de velocitat diferents, el rotacional a la frontera entre els diferents carrils seria diferent de zero. 

La llei de Faraday de la inducció, una de les equacions de Maxwell, es pot expressar de forma simple mitjançant el rotacional: afirma que el rotacional d'un camp elèctric és igual al ritme de canvi de la densitat de flux magnètic (amb el signe canviat).

DIVERGÈNCIA
En càlcul vectorial, s'anomena divergència a l'operador que mesura la tendència d'un camp vectorial per originar-se o convergir a un determinat punt. 
Per exemple, per un camp vectorial que denoti la velocitat del fluxe de l'aigua escolant-se per una banyera, la divergència tindria valor negatiu al forat de la banyera, ja que l'aigua se'n va per allà (si només considerem dues dimensions); lluny del forat, la divergència seria zero, ja que no hi ha cap més pèrdua o font d'aigua.

Un camp vectorial que té divergència zero s'anomena solenoïdal.

Definició

Sigui x, y, z un sistema de coordenades cartesianes en un espai euclidià de dimensió tres, i siguin i, j, k les bases dels vectors unitat corresponents.

La divergència d'un camp vectorial diferenciable continu
F = Fx i + Fy j + Fz k 

es defineix com la funció de valor escalar
[image: image41.png]oF, 0F, OF,
dvF =5t + 5+,




Encara que s'expressi en termes de coordenades, el resultat és invariant sota transformades ortogonals, tal i com suggereix la interpretació física.

Una altra notació comú de la divergència és ∇·F. Veure en aquest sentit operador nabla.

Interpretació física

En termes físics, la divergència d'un camp vectorial és l'abast en el que el fluxe d'un camp vectorial es comporta com una font o un desguàs en un punt determinat. 
De fet, una alternativa dóna la divergència com la derivada del fluxe net d'un camp vectorial a través de la superfície d'una esfera petita relativa amb el volum de l'esfera. 
Concretament,

[image: image42.png]F-ndS

(divF)(p) = hm/
L=y





on S(r) denota l'esfera de radi r al punt p en R3, i la integral és la integral de superfície respecte de n, la normal a l'esfera.

Per la interpretació física, un camp vectorial amb divergència constant zero s'anomena incomprimible – en aquest cas, no hi pot haver cap fluxe net a través de cap superfície tancada.

Propietats

Les propietats següents deriven totes de les regles de diferenciabilitat ordinària del càlcul. 
La més important, la divergència és un operador lineal,

[image: image43.png]div(aF +bG) = a div(F) + b div(G)




per tots els camps vectorials F i G i tots els números reals a i b.

Hi ha una norma de producte del tipus següent; si φ és una funció de valor escalar, i F és un camp vectorial, llavors

[image: image44.png]div(pF) = grad(yp) - F + ¢ div(F)




o en notació més suggestiva

[image: image45.png]V- (pF)= (V) - F+¢(V-F).




Una altra regla del producte pel producte escalar de dos camps vectorials F i G en tres dimensions implica el rotacional, que és:

[image: image46.png]



o bé

[image: image47.png]V(FxG)=(VxF)-G-F-(VxG)




El Laplacià d'un camp escalar és la divergència del gradient del camp.

La divergència del rotacional de qualsevol camp vectorial (en tres dimensions) és constant i val zero.

[image: image48.png]V - (rot(F)





Al contrari, si tens un camp vectorial F amb divergència nul·la definit en una bola en R3, llavors existeix algun camp vectorial F en aquesta bola amb F = rot(G). 
Per regions en R3 més complicades que boles, l'última afirmació pot no ser veritat.

